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4-1. 以下の手順に従って Jensen不等式を証明せよ*1。
まず、任意の実数 f1, f2 と 0 ≤ p ≤ 1を満たす pについて、

epf1+(1−p)f2 ≤ p ef1 + (1 − p)ef2 (1)

を示せ。みなさんにとってどういう証明が親しみやすいのかはわからないが、本質は凸性
（(ex)′′ ≥ 0）に尽きる。
次に Ω = 1, 2, . . . として、任意の実数 f1, f2, . . . , fΩ と確率分布 p = (p1, p2, . . . , pΩ)

について、

exp
[ Ω∑

i=1

pifi

]
≤

Ω∑
i=1

pie
fi (2)

を示せ。Ω = 2の場合は既に示したから Ωについての数学的帰納法を使う。

4-2. Jarzynski等式は様々な設定で証明できる。離散状態系についての一つのバージョン
を示そう*2。
ある物理系の状態が i = 1, 2, . . . ,Ω と指定され、対応するエネルギーは Ei だとする。

系の初期状態はカノニカル分布

pcan
i =

e−βEi

Z(β)
(3)

で表現されるとする。
ここでは、系への操作の結果は、状態の確率的な変化で表現されるとする。つまり、系

の初期状態が iのとき、操作後の状態が j である確率は τi→j ≥ 0であるとする。確率の
意味からして、とうぜん規格化条件

Ω∑
j=1

τi→j = 1 (4)

*1 ここでは離散的な状態の場合のみを扱う。講義では連続状態についての不等式を使ったが、それは、（リー
マン積分の定義に戻れば）離散的な場合の極限として証明できる

*2 実は、当初の計画では、このバージョンを講義で扱うつもりでいた。でも、実際にやったニュートン力学
バージョンのほうが圧倒的によかった。
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が任意の iについて成立する。また、この確率は、任意の j に対して、

Ω∑
i=1

τi→j = 1 (5)

という条件も満たすとする。これは当たり前の条件ではなく、力学系の Liouvilleの定理
に相当する物理的な要請である*3。
こうして、初期状態と操作が定式化された。系の初期状態が iであり、かつ、操作後の

状態が j である確率は、
pi,j := pcan

i τi→j (6)

と書ける。これは規格化
Ω∑

i=1

Ω∑
j=1

pi,j := 1 (7)

を満たす。よって、一般に i, j 双方に依存する量 fi,j の期待値を

〈f̂〉 :=
Ω∑

i=1

Ω∑
j=1

pi,jfi,j (8)

と定義する。
系の初期状態が iであり、操作後の状態が j であるとき、系が外にした仕事は

Wi,j := Ei − Ej (9)

である。Jarzynski 等式 〈
eβŴ

〉
= 1 (10)

を示せ。

4-3. 上の問題と同じ設定。Ω = 2とでもして、(4), (5)を満たす τi→j の具体例（実際に、
数字をあてはめる）を作り、

〈
eβŴ

〉
と 〈Ŵ 〉を具体的に計算し*4、その結果を吟味せよ。

*3 量子力学をご存知の人へ：これは、量子力学系のユニタリー性にも対応する。実際、エネルギー固有状態
を ψi と書き、操作を伴う時間発展の演算子を Û とすると、|〈ψj , Ûψi〉|2 が τi→j に対応する。条件 (4),

(5)は自動的に成立する（やってみよう）。
*4 β, E1, E2 はそのまま残して期待値を評価せよ。
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