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答えだけではなく、考え方の筋道を簡潔に書くこと。

1. ハミルトニアン（エネルギー）Ĥをもつ一般のマクロな量子系のカノニカル
分布について考える。エネルギーの期待値 〈Ĥ〉βとゆらぎ σβ[Ĥ]が分配関数Z(β)を
使って、それぞれ、

〈Ĥ〉β = − ∂

∂β
log Z(β), σβ[Ĥ] =

√
∂2

∂β2
log Z(β) (1)

と書けることを示せ。
また、系の体積 V が大きく分配関数が（単位体積あたりの）自由エネルギー f(β)

によって
Z(β) = exp[−β V f(β)] (2)

と書けるとき、エネルギー密度 ε̂ = Ĥ/V の期待値とゆらぎを f(β)と V で表せ。

2. 三つずつのスピンが組になって相互作用し合っている系を考える。スピンの
総数N は 3の倍数とする。エネルギー固有状態は、スピン変数 σi = ±1を集めた組
σ = (σ1, . . . , σN)で指定される。系に一様な外部磁場Hがかかっているときの、エ
ネルギー固有状態σのエネルギー固有値を

Eσ = −J

N/3∑
i=1

{σ3i−2 σ3i−1 + σ3i−1 σ3i + σ3i−2 σ3i} − µ0H
N∑
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σi (3)

とする。Jっは、交換相互作用定数である。µ0 > 0は磁気モーメント。
この系の逆温度 βでの平衡状態を調べたい。

(a) まず、スピン三つの系について、エネルギー固有値と対応するエネルギー固有
状態を求めよ。

(b) この結果をもとに全系の分配関数を求めよ。

(c) 磁化の期待値m(β, h) = 〈 1

N

∑N
i=1 µ0 σi〉βを求めよ。

(d) ゼロ磁場での磁化率 χ(β) = ∂m(β, h)/∂h|h=0を求めよ。J が正の場合と負の
場合に分けて、T → 0と T →∞での磁化率のふるまいを議論せよ。



3. ポテンシャル V (r)中の質量mの粒子N 個からなる理想気体の分配関数は、
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(4)

である。
x, y, zを三次元の直交座標とし、0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ L, h0 ≤ z ≤ h1で指定され
る箱の中に閉じこめられた、質量mの粒子N 個からなる理想気体を考える。粒子
には、

V (x, y, z) = mgz (5)

というポテンシャルで表される外力（つまり、一様な重力）が働いている。この系
が逆温度 βの平衡状態にある。

(a) 分配関数Z(β)を求め、対応する自由エネルギー F (β; L, h0, h1)を求めよ。

(b) 容器の底面と上面での圧力は、それぞれ、
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, p1 = − 1
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(6)

と書ける。この事実を熱力学の立場から説明せよ。

(c) p0, p1を求めよ。

(d) 二つの圧力の差を求め、その意味を述べよ。


