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『熱力学：現代的な視点』におけるCarnotの定理の証明の改良について*1

田崎晴明

拙著『熱力学：現代的な視点』では、5-4節で Carnotの定理（結果 5.2, 75ページ）を
「証明」しているが、そこでは「一つの系での発熱量ともう一つの系での吸熱量がバランス
するときには、全系での操作を実質的に断熱操作とみなしてよい」という Carnot以来の
（かなり雑な）議論が使われている。著者もこれを不満に思い、わざわざ付録Aを用意し、
（かなり面倒な工夫をして）「発熱と吸熱のバランス」が各時刻で成立するような状況を構
成している。ただ、それでも「発熱と吸熱が（各時刻で）バランスした等温操作を断熱操
作とみなしてよいか？」という根本的な問題には答えておらず、243 ページの脚注 2 で
は、「厳密にいうと、これを新たな要請として認める」という一種の敗北宣言をしている。
私自身、この Carnotの定理を巡る議論は『熱力学：現代的な視点』の中でも最も無骨

で不完全な部分だと考えていた。おそらく、少なからぬ読者が同じ感想を持っていたに違
いない。

『熱力学：現代的な視点』が発行されて十五年近く経った 2014年の暮れ、田中琢真さ
ん*2から上記の問題の解決方法を説明したメールを受け取った。せっかくの重要なメール
だったのだが、当時は熱力学にピントを合わせる余裕がなく、田中さんに「余裕ができた
ら必ず検討する」というお礼の返信をしただけだった。

2015年の夏になってようやく田中さんのメールを熟読し、そこにエレガントな正解が
解説されていることに衝撃を受けた。単純で素直なアイディア — といっても、まったく
自明ではない！ — を用いることで、5-4節にあるような伝統的な証明がほぼそのまま厳
密な証明*3になる。すばらしい。付録 A（これは技術的に込み入っているが何ら本質を捉
えていない）は不要になった。

以下、田中さんの証明を『熱力学：現代的な視点』に沿って解説する。

*1 この解説は既に拙著を読んで内容を理解している人を対象にしている。まだ読んでいない人は（本の差し
替えが収録されている）姉妹版の文書「『熱力学：現代的な視点』5-4 節の改良版」をご利用いただきた
い。。

*2 東京工業大学総合理工学研究科知能システム科学専攻
*3 もちろん熱力学における「厳密」のレベルは様々である。ここでは、拙著で設定した基準で十分に厳密と
いうことを言っている。
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■最大吸熱量がゼロの等温準静操作についての結果 本質的なのは、最大吸熱量がゼロの
等温準静操作には断熱準静操作を対応させられることを示す以下の結果である。この命題
はそれ自身でも十分に面白いし、Carnotの定理を示すための要になる。

結果 T　任意の熱力学系において等温準静操作

(T ; X)
iq−→ (T ;X ′) (1)

が可能であり、また対応する最大吸熱量が

Qmax(T ; X → X ′) = 0 (2)

を満たすとする。このとき、断熱準静操作

(T ; X)
aq−→ (T ;X ′) (3)

が必ず存在する。

等温操作 (1)に対応する断熱操作が存在することはもちろんまったく自明ではない。最
大吸熱量がゼロというのは、操作全体で総計したとき系と環境の間の熱のやりとりがゼロ
ということを意味するに過ぎない。操作の途中では系と環境は熱をやりとりしており、総
計としてたまたま吸熱量と発熱量がバランスしているというのがもっとも一般的な状況だ
ろう*4。
実際、証明には Kelvinの原理が必要である。

導出：結果 4.2（58ページ）より、(T ; X) a−→ (T ; X ′)または (T ; X ′) a−→ (T ; X) という
断熱操作の少なくとも一方が実現できる。仮に前者が実現可能だとして話を進めよう*5。
系を断熱環境におき、示量変数をX からX ′ までゆっくりと変化させることで、断熱準静
操作

(T ; X)
aq−→ (T ′; X ′) (4)

が実現される。ここで終温度 T ′ は未知である。以下で、実は T ′ = T しかあり得ないこ
とを示す。よって、実現された (4) が、存在を示したかった断熱準静操作 (3) に他なら
ない。

*4 仮に操作の途中の任意の時刻で吸熱率と発熱率がバランスするような特殊な状況であっても、（等温環境
で行なう）等温操作と（断熱環境で行なう）断熱操作を同一視してよいかは本質的に難しい問題である。

*5 もし後者が実現可能なら X と X′ を入れ替えればよいので、これで一般性は失われない。
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まず T ′ > T と仮定する。断熱準静操作 (4) の逆操作と存在を仮定した断熱操作
(T ; X) a−→ (T ; X ′)を組み合わせれば、

(T ′; X ′)
aq−→ (T ; X) a−→ (T ; X ′) (5)

という断熱操作が得られる。全体としてみれば、示量変数 X ′ を変化させずに温度を下げ
る断熱操作になっているので、Planckの原理（結果 6.4, 100ページ）と矛盾*6。よって
T ′ ≤ T と結論される。
次に T ′ < T と仮定する。もとの等温準静操作 (1)の逆操作と断熱準静操作 (4)を組み

合わせることで、温度 T の環境での等温サイクル

(T ;X ′)
iq−→ (T ; X)

aq−→ (T ′; X ′) i′−→ (T ; X ′) (6)

を作ることができる。最後の操作は、断熱壁を取り除き系を環境と接触させる広義の等
温操作である。等温準静操作、断熱準静操作それぞれにおけるエネルギー保存則 (5.6),

(4.20)を用いれば、このサイクルの間に系が外界にする仕事が

Wcyc = U(T ; X ′) − U(T ; X) + Qmax(T ; X ′ → X) + U(T ; X) − U(T ′;X ′)

= U(T ; X ′) − U(T ′; X ′) (7)

であることがわかる。広義の等温操作で系が仕事をしないこと、(2)のように最大吸熱量
がゼロであることを用いた。エネルギーが温度の増加関数であることを示す結果 4.4（63

ページ）より、T ′ < T ならば (7)の最右辺は正である。これはWcyc > 0を意味するか
ら Kelvinの原理（要請 3.1, 38ページ）と矛盾。よって T ′ ≥ T と結論される。

■Carnot の定理の証明 結果 T を用いれば、5-4 節にあるような伝統的かつ直観的な証
明を厳密化できる。以下、変更点だけを述べる。

81ページの 5行目までは以前とまったく同様に進む。そこから先で、以下のように結
果 Tを用いる。

· · · そこで、X-系での (c) の操作 (T ; X1)
iq−→ (T ; X0) と α 倍した Y -系での (c̄) の操作

(T ; αY0)
iq−→ (T ; αY1) を同時に行なえば、示量変数の組 (X,αY )の複合系についての等

温準静操作
(T ; X1, αY0)

iq−→ (T ; X0, αY1) (8)

*6 『熱力学：現代的な視点』では Planck の原理は Carnot の定理より後に登場するが、証明には Kelvin

の原理しか用いないので、これは循環論法にはなっていない。
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が得られる。ここで、最大吸熱量の相加性 (5.10)を用いれば、この操作における最大吸熱
量が

Qmax(T ; (X1, αY0) → (X0, αY1)) = Qmax(T ; X1 → X0) + Qmax(T ; αY0 → αY1) = 0
(9)

のようにゼロになることがわかる（前パラグラフでの考察を用いた）。よって、等温操作
(8)は、ある意味で断熱操作に近いといえる（そして、そのまま突っ走るのが拙著でも用
いた伝統的なやり方だが、結果 Tの後に書いたように実際はそう簡単ではない）。実際、
結果 Tをこの複合系に適用すれば、

(T ; X1, αY0)
aq−→ (T ; X0, αY1) (5.26)

という純正の断熱準静操作が存在することが結論される。

以下は、再び本に戻って、「さらに、(a)の · · ·」と以下の議論をそのまま進めればよい。
煩わしい脚注 13, 14は不要だ。
この先は、82ページ冒頭の「これは、Carnotサイクル (5.19)と · · ·」という一文を、

Carnot サイクル (5.19) と逆 Carnot サイクル (5.24) を連動させ、(c,c̄)の部分を断熱準
静操作に置き換えたといってもいい。

に置き換えたほうがいいだろう。そして、82ページ 7行目以降の仕事の評価の部分を以
下のように修正すればよい。

同じ仕事Wcyc をサイクル (5.30)から直接求めよう。この際、等温準静操作 (8)と断熱
準静操作 (5.26) において系が外界にする仕事は等しいことに注意する。これは最大吸熱
量がゼロであること (9)と、エネルギー保存則 (4.20), (5.6)の帰結である。よってサイク
ル (5.30)における仕事はもとの Carnotサイクル (5.19)と逆 Carnotサイクル (5.24)に
おける仕事の和になる。単一の Carnotサイクルの行なう仕事は、(5.20)のように求めら
れるので、結局、
· · ·

■個人的な感想（読む必要はありません） 私が『熱力学：現代的な視点』を執筆してい
たときには、書きかけの草稿を何人かの頼もしい「熱力学マニア」の友人たちに見てもら
い、問題点を厳しく批判してもらって、徹底的に議論し合った。「吸熱量がゼロの等温操
作を断熱操作とみなしてよいか」という点も論点になったはずだが、結局は明快な結論に
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は至らなかった（のだと思う）。それが、前述の 243ページ脚注 2の「敗北宣言」にもつ
ながったのだろう。
こうして、正解を知ってから思い返すと、あれだけ強力なメンバーが熱力学の（教育的

な）構成について集中的に議論し合ったときに、いったいどうして誰もこの論法に思い至
らなかったのだろうという疑問が出てくる。あるいは、『熱力学：現代的な視点』が出版
されてから十五年の間、きわめて多くの人が本書を愛読してくれて、また、少なからぬ教
員が講義の素材としても活用してくれたわけだが、そのうちの誰一人としてこの着想を得
なかったのも不思議に思えてくる。
ただ、落ち着いて考えてみると、本の中で採用したのは、「二つの系の等温操作を組み

合わせたものがそのまま断熱操作とみなせる」という Carnotに遡る素朴な発想だった。
われわれは、この着想を単純な理屈だけで正当化しようと苦心し、（今となっては無用の
長物となった）付録 Aのような考察をしていたのだ。しかし、田中さんが教えてくれたの
は、等温準静操作の組み合わせをそのまま扱うのではなく、それに対応する断熱準静操作
が存在することを示すのが正解だということだった。そのためには、単純な理屈だけでは
なく、熱力学第二法則（Kelvinの原理）を用いる必要があったのだ。これは、（言い訳を
するわけではないが）実は本質的な発想の転換と言ってよいと思う。Carnotの着想に縛
られていたわれわれには見通すことができなかったということなのだろう*7。
そう考えると、拙著の「最も無骨で不完全な部分」への改良案が出てくるのに十五年と

いう時間が必要だったのも、もっともなことなのかもしれない*8。聞けば、田中さんご自
身も京都大学の学生だった十五年前に、講義（担当者は出版前から議論した「仲間」の一
人の早川尚男さん！）の教科書として指定された拙著の第一刷を手にされたとのことだ。
もちろん、その当時はこういった問題は気にならなかったそうだが、何年も経ってから深
く考えて正しい論法を見出されたということなのだろう。なんとも感無量です。

*7 という話を Carnotが聞いたら、何世紀も経っているんだからぼくの発想なんかに拘泥していてはダメだ
よ — と笑うかもしれない。

*8 今、まさに本書の英語版 Hal Tasaki and Glenn Paquette “Thermodynamics — A modern point

of view”を準備しているところだ。共著者のGlennも、Carnotの定理の証明と付録 Aについては強い
不満を表明していた。英語版では最初からエレガントな議論が紹介できるのも幸運である。
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